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当处理图像时，全连接的前馈神经网络会存在以下两个问题：

1. 图像不能太大。比如，输入图像大小为100 × 100 × 3（即图像高度为100，
宽度为100，3个颜色通道RGB）。在全连接前馈神经网络中，第一个隐藏
层的每个神经元到输入层都有 100 ∗ 100 ∗ 3 = 30, 000个相互独立的连接，
每个连接都对应一个权重参数。随着隐藏层神经元数量的增多，参数的规

模也会极具增加。这会导致整个神经网络的训练效率会非常低，也很容易

出现过拟合。

2. 难以处理图像不变性。自然图像中的物体都具有局部不变性特征，比如在
尺度缩放、平移、旋转等操作不影响人们对它的正确识别。而全连接的前

馈神经网络很难提取这些特征，一般需要进行数据增强来提高性能。

卷积神经网络（Convolutional Neural Networks，CNN）是受生物学上感
受野（Receptive Field）的机制而提出的一种前馈神经网络。

感受野主要是指听觉、视觉等神经系统中一些神经元的特性，即神经元只

接受其所支配的刺激区域内的信号。在视觉神经系统中，视觉皮层中的神经细

胞的输出依赖于视网膜上的光感受器。视网膜上的光感受器受刺激兴奋时，将

神经冲动信号传到视觉皮层，但不是所有视觉皮层中的神经元都会接受这些信

号。一个神经元的感受野是指视网膜上的特定区域，只有这个区域内的刺激才

能够激活该神经元。David Hubel和Torsten Wiesel在 1959年发现，在猫的初 David Hubel和Torsten
Wiesel在此方面的贡献，
与 1981年获得诺贝尔生
理学或医学奖。

级视觉皮层中存在两种细胞：简单细胞和复杂细胞，这两种细胞承担不同层次

的视觉感知功能 [Hubel and Wiesel, 1959, 1962]。简单细胞的感受野是狭长型
的，每个简单细胞只对感受野中特定角度（orientation）的光带敏感，而复杂细
胞对于感受野中以特定方向（direction）移动的某种角度（orientation）的光带
敏感。
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受此启发，1980年，Kunihiko Fukushima（福岛邦彦）提出了一种带卷积和
子采样操作的多层神经网络：新知机（Neocognitron）[Fukushima, 1980]。但当
时还没有反向传播算法，新知机采用了无监督学习的方式来训练。Yann LeCun
在 1989年将反向传播算法引入了卷积神经网络 [LeCun et al., 1989]，并在手写
体数字识别上取得了很大的成功 [LeCun et al., 1998]。

目前的卷积神经网络一般采用交替使用卷积层和最大值池化层，然后在顶

端使用多层全连接的前馈神经网络。训练过程使用反向传播算法。卷积神经网

络有三个结构上的特性：局部连接，权重共享以及次采样。这些特性使得卷积神

经网络具有一定程度上的平移、缩放和扭曲不变性。和前馈神经网络相比，卷

积神经网络的参数更少。在图像识别任务上，基于卷积神经网络模型的准确率

也远远超出了一般的神经网络模型。

6.1 卷积

卷积，也叫摺积，是分析数学中一种重要的运算。我们这里只考虑离散序

列的情况。

6.1.1 一维场合

一维卷积经常用在信号处理中。给定一个输入信号序列xt, t = 1, · · · , n，和

滤波器 ft, t = 1, · · · , m，一般情况下滤波器的长度m远小于信号序列长度n。

卷积的输出为：

yt =
m∑

k=1

fk · xt−k+1. (6.1)

当滤波器 ft = 1/n时，卷积相当于信号序列的移动平均。

卷积的结果按输出长度不同可以分为三类：

• 窄卷积：输出长度n − m + 1，不补零。

• 宽卷积：输出长度n+m−1，对于不在 [1, n]范围之外的xt用零补齐（zero-
padding）。（Padding=m-1）

• 等长卷积：输出长度 n，对于不在 [1, n]范围之外的 xt用零补齐（zero-
padding）。(Padding=(m-1)/2)
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在这里除了特别声明，我们一般说的卷积默认为窄卷积。

6.1.2 两维场合

两维卷积经常用在图像处理中。给定一个图像xij , 1 ≤ i ≤ M , 1 ≤ j ≤ N，

和滤波器 fij , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n，一般m << M, n << N。

卷积的输出为：

yij =
m∑

u=1

n∑
v=1

fuv · xi−u+1,j−v+1. (6.2)

在图像处理中，常用的均值滤波（mean filter）就是当前位置的像素值设为
滤波器窗口中所有像素的平均值，也就是 fuv = 1

mn。

6.2 卷积层：用卷积来代替全连接

(a) 全连接层

(b) 卷积层

图 6.1: 全连接层和卷积层。卷积层中同颜色的边上的权重相同。
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在全连接前馈神经网络中，如果第 l层有nl个神经元，第 l − 1层有n(l−1)

个神经元，连接边有n(l) × n(l−1)个，也就是权重矩阵有n(l) × n(l−1) 个参数。

当m和n都很大时，权重矩阵的参数非常多，训练的效率会非常低。

如果采用卷积来代替全连接，第 l层的每一个神经元都只和第 l − 1层的一
个局部窗口内的神经元相连，构成一个局部连接网络。第 l层的第 i个神经元的

输入定义为：

a
(l)
i = f(

m∑
j=1

w
(l)
j · a

(l−1)
i−j+m + b(l)), (6.3)

= f(w(l) · a(l−1)
(i+m−1):i + bi), (6.4)

其中，w(l) ∈ Rm为m维的滤波器，a(l)
(i+m−1):i = [a(l)

(i+m−1), · · · , a
(l)
i ]T。这里，

a(l)的下标从 1开始，我们这里的卷积公式和原始的公式中a的下标有所不同。

上述公式也可以写为：

a(l) = f(w(l) ⊗ a(l−1) + b(l)), (6.5)

⊗表示卷积运算。

从公式6.5可以看出，w(l)对于所有的神经元都是相同的。这也是卷积层的

另外一个特性是权值共享。这样，在卷积层里，我们只需要m + 1个参数。另
外，第 l + 1层的神经元个数不是任意选择的，而是满足n(l+1) = n(l) − m + 1。

上面是一维的卷积层，下面我们来看下两维的情况。在图像处理中，图像

是以二维矩阵的形式输入到神经网络中，因此我们需要二维卷积。假设x(l) ∈
R(wl×hl)和x(l−1) ∈ R(wl−1×hl−1)分别是第 l层和第 l − 1层的神经元活性。X(l)

的每一个元素为：

X
(l)
s,t = f

 u∑
i=1

v∑
j=1

W
(l)
i,j · X

(l−1)
s−i+u,t−j+v + b(l)

 , (6.6)

其中，W (l)Ru×v为两维的滤波器，B为偏置矩阵。第 l − 1层的神经元个数为
(wl × hl)，并且wl = wl−1 − u + 1，hl = hl−1 − v + 1。

也可以写为：

X(l) = f
(

W (l) ⊗ X(l−1) + b(l)
)

, (6.7)
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X(l−1,1)

滤波器

W (l,k,1)

...
...输入

特征映射

X(l−1,nl−1)

滤波器

W (l,k,nl−1)

∑
+ f X(l,k)

输出

特征映射

偏置

b

...

...

图 6.2: 两维卷积层的映射关系

为了增强卷积层的表示能力，我们可以使用K组不同的滤波器来得到K组

输出。每一组输出都共享一个滤波器。如果我们把滤波器看成一个特征提取器，

每一组输出都可以看成是输入图像经过一个特征抽取后得到的特征。因此，在

卷积神经网络中每一组输出也叫作一组特征映射（Feature Map）。

不失一般性，我们假设第 l − 1层的特征映射组数为nl−1，每组特征映射的

大小为ml−1 = wl−1 × hl−1。第 l − 1层的总神经元数：nl−1 × ml−1。第 l层的

特征映射组数为nl。如果假设第 l层的每一组特征映射X(l,k)的输入为第 l − 1
层的所有组特征映射。

第 l层的第k组特征映射X(l,k)为：

X(l,k) = f

(
nl−1∑
p=1

(
W (l,k,p) ⊗ X(l−1,p)

)
+ b(l,k)

)
, (6.8)

其中，W (l,k,p)表示第 l − 1层的第 p组特征向量到第 l层的第k组特征映射所需

的滤波器。

第 l层的每一组特征映射都需要nl−1个滤波器以及一个偏置 b。假设每个滤

波器的大小为u × v，那么共需要nl × nl−1 × (u × v) + nl。

这样，我们在第 l + 1层就得到nl组特征映射，每一组特征映射的大小为

ml = wl−1 − u + 1 × hl−1 − v + 1，总的神经元个数为nl × ml。图6.2给出了公
式6.8的可视化映射关系。
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图 6.3: 两维卷积层

连接表 公式6.8中，第 l − 1层的所有特征映射都经过滤波器得到一个第 l层的

一组特征映射X(l,k)。也就是说，第 l层的每一组特征映射都依赖于第 l层的所

有特征映射，相当于不同层的特征映射之间是全连接的关系。实际上，这种全

连接关系不是必须的。我们可以让第 l层的每一组特征映射都依赖于前一层的

少数几组特征映射。这样，我们定义一个连接表T 来描述不同层的特征映射之

间的连接关系。如果第 l层的第 k组特征映射依赖于前一层的第 p组特征映射，

则Tp,k = 1，否则为 0。

X(l,k) = f

 ∑
p,

Tp,k=1

(
W (l,k,p) ⊗ X(l−1,p)

)
+ b(l,k)

 (6.9)

这样，假如连接表T的非零个数为K，每个滤波器的大小为u × v，那么共

需要K × (u × v) + nl参数。

卷积层的作用是提取一个局部区域的特征，每一个滤波器相当于一个特征

提取器。图6.3给出了两维卷积层示例。

6.3 子采样层

卷积层虽然可以显著减少连接的个数，但是每一个特征映射的神经元个数

并没有显著减少。这样，如果后面接一个分类器，分类器的输入维数依然很高，

很容易出现过拟合。为了解决这个问题，在卷积神经网络一般会在卷积层之后
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再加上一个池化（Pooling）操作，也就是子采样（Subsampling），构成一个子
采样层。子采样层可以来大大降低特征的维数，避免过拟合。

对于卷积层得到的一个特征映射X(l)，我们可以将X(l)划分为很多区域

Rk, k = 1, · · · , K，这些区域可以重叠，也可以不重叠。一个子采样函数down(· · · )
定义为：

X
(l+1)
k = f(Z(l+1)

k ), (6.10)

= f
(

w(l+1) · down(Rk) + b(l+1)
)

, (6.11)

其中，w(l+1)和 b(l+1)分别是可训练的权重和偏置参数。

X(l+1) = f(Z(l+1)), (6.12)

= f
(

w(l+1) · down(X l) + b(l+1)
)

, (6.13)

down(X l)是指子采样后的特征映射。

子采样函数down(·)一般是取区域内所有神经元的最大值（Maximum Pool-
ing）或平均值（Average Pooling）。

poolmax(Rk) = max
i∈Rk

ai (6.14)

poolavg(Rk) = 1
|Rk|

∑
i∈Rk

ai. (6.15)

子采样的作用还在于可以使得下一层的神经元对一些小的形态改变保持不

变性，并拥有更大的感受野。

6.4 卷积神经网络示例：LeNet-5

下面我们来看一个具体的深层卷积神经网络：LeNet-5[LeCun et al., 1998]。
LeNet-5虽然提出时间比较早，但是是一个非常成功的神经网络模型。基于LeNet-
5的手写数字识别系统在 90年代被美国很多银行使用，用来识别支票上面的手
写数字。LeNet-5的网络结构如图6.4所示。

不计输入层，LeNet-5共有 7层，每一层的结构为：

邱锡鹏：《神经网络与深度学习》 https://nndl.github.io/7
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图 6.4: LeNet-5网络结构。图片来源：[LeCun et al., 1998]

1. 输入层：输入图像大小为 32 × 32 = 1024。

2. C1层：这一层是卷积层。滤波器的大小是 5 × 5 = 25，共有 6个滤波器。
得到 6组大小为 28 × 28 = 784的特征映射。因此，C1层的神经元个数
为 6 × 784 = 4, 704。可训练参数个数为 6 × 25 + 6 = 156。连接数为
156 × 784 = 122, 304（包括偏置在内，下同）。

3. S2层：这一层为子采样层。由C1层每组特征映射中的 2 × 2邻域点次采
样为1个点，也就是4个数的平均。这一层的神经元个数为14 × 14 = 196。
可训练参数个数为 6 × (1 + 1) = 12。连接数为 6 × 196 × (4 + 1) = 5, 880
（包括偏置的连接）

4. C3层：这一层是卷积层。由于S2层也有多组特征映射，需要一个连接表来
定义不同层特征映射之间的依赖关系。LeNet-5的连接表如图6.5所示。这
样的连接机制的基本假设是：C3层的最开始的 6个特征映射依赖于S2层
的特征映射的每3个连续子集。接下来的6个特征映射依赖于S2层的特征
映射的每 4个连续子集。再接下来的 3 个特征映射依赖于 S2层的特征映
射的每 4个不连续子集。最后一个特征映射依赖于S2层的所有特征映射。
这样共有60个滤波器，大小是5×5 = 25。得到16组大小为10×10 = 100
的特征映射。C3层的神经元个数为16 × 100 = 1, 600。可训练参数个数为
(60 × 25 + 16 = 1, 516。连接数为1, 516 × 100 = 151, 600。

5. S4层：这一层是一个子采样层，由 2 × 2邻域点次采样为 1个点，得到
16组 5 × 5大小的特征映射。可训练参数个数为 16 × 2 = 32。连接数为
16 × (4 + 1) = 2000。

6. C5层：是一个卷积层，得到120组大小为1 × 1的特征映射。每个特征映
射与S4层的全部特征映射相连。有 120 × 16 = 1, 920 个滤波器，大小是
5×5 = 25。C5层的神经元个数为120，可训练参数个数为1, 920×25+120 =
48, 120。连接数为120 × (16 × 25 + 1) = 48, 120。
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图 6.5: LeNet-5中C3层的连接表。图片来源：[LeCun et al., 1998]

7. F6层：是一个全连接层，有84个神经元，可训练参数个数为84×(120+1) =
10, 164。连接数和可训练参数个数相同，为 10, 164。

8. 输出层：输出层由 10个欧氏径向基函数（Radial Basis Function，RBF）
函数组成。这里不再详述。

6.5 梯度计算

在全连接前馈神经网络中，目标函数关于第 l层的神经元z(l)的梯度为

δ(l) , ∂J(W, b; x, y)
∂z(l) (6.16)

= f ′
l (z(l)) ⊙ (W (l+1))T δ(l+1) (6.17)

在卷积神经网络中，每一个卷积层后都接着一个子采样层，然后不断重复。

所以我们需要分别来看下卷积层和子采样层的梯度。

6.5.1 卷积层的梯度

我们假定卷积层为 l层，子采样层为 l + 1层。因为子采样层是下采样操作，
l + 1层的一个神经元的误差项 δ对应于卷积层（上一层）的相应特征映射的一

个区域。l层的第k个特征映射中的每个神经元都有一条边和 l + 1层的第k个特

征映射中的一个神经元相连。根据链式法则，第 l层的一个特征映射的误差项

δ(l,k)，只需要将 l + 1层对应特征映射的误差项 δ(l+1,k)进行上采样操作（和第

l层的大小一样），再和 l层特征映射的激活值偏导数逐元素相乘，再乘上权重

w(l+1,k)，就得到了 δ(l,k)。

邱锡鹏：《神经网络与深度学习》 https://nndl.github.io/9
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第 l层的第k个特征映射的误差项 δ(l,k)的具体推导过程如下：

δ(l,k) , ∂J(W, b; X, y)
∂Z(l,k) (6.18)

= ∂X(l,k)

∂Z(l,k) · ∂Z(l+1,k)

∂X(l,k) · ∂J(W, b; X, y)
∂Z(l+1,k) (6.19)

= f ′
l (Z(l)) ⊙

(
up
(

w(l+1,k)δ(l+1,k)
))

(6.20)

= w(l+1,k)
(

f ′
l (Z(l)) ⊙ up(δ(l+1,k))

)
, (6.21)

其中，up为上采样函数（Upsampling）。

在得到第 l层的第k个特征映射的误差项 δ(l,k)，目标函数关于第 l层的第k

个特征映射神经元滤波器W
(l,k,p)
i,j 的梯度

∂J(W, b; X, y)
∂W

(l,k,p)
i,j

=
wl∑

s=1

hl∑
t=1

(
X

(l−1,p)
s−i+u,t−j+v · (δ(l,k))s,t

)
(6.22)

=
wl∑

s=1

hl∑
t=1

(
X

(l−1,p)
(u−i)−s,(v−j)−t ·

(
rot180(δ(l,k))

)
s,t

)
. (6.23)

公式6.23也刚好是卷积形式，因此目标函数关于第 l层的第k个特征映射神

经元滤波器W (l,k,p)的梯度可以写为：

∂J(W, b; X, y)
∂W (l,k,p) = rot180

(
X(l−1,p) ⊗ rot180(δ(l,k))

)
. (6.24)

目标函数关于第 l层的第k个特征映射的偏置 b(l)的梯度可以写为：

∂J(W, b; X, y)
∂b(l,k) =

∑
i,j

(δ(l,k))i,j . (6.25)

6.5.2 子采样层的梯度

我们假定子采样层为 l层，l + 1层为卷积层。因为子采样层是下采样操作，
l + 1层的一个神经元的误差项 δ对应于卷积层（上一层）的相应特征映射的一

个区域。

Z(l+1,k) =
∑

p,
Tp,k=1

(
W (l+1,k,p) ⊗ X(l,p)

)
+ b(l+1,k) (6.26)
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第 l层的第k个特征映射的误差项 δ(l,k)的具体推导过程如下：

δ(l,k) , ∂J(W, b; X, y)
∂Z(l,k) (6.27)

= ∂X(l,k)

∂Z(l,k) · ∂Z(l+1,k)

∂X(l,k) · ∂J(W, b; X, y)
∂Z(l+1,k) (6.28)

= f ′
l (Z(l)) ⊙

 ∑
p,

Tp,k=1

(
δ(l+1,p)⊗̃rot180(W (l,k,p))

) . (6.29)

其中，⊗̃为宽卷积。

公式6.23也刚好是卷积形式，因此目标函数关于第 l层的第k个特征映射神

经元滤波器W (l,k,p)的梯度可以写为：

∂J(W, b; X, y)
∂w(l,k) =

∑
i,j

(
down(X(l−1,k)) · δ(l,k)

)
i,j

. (6.30)

目标函数关于第 l层的第k个特征映射的偏置 b(l)的梯度可以写为：

∂J(W, b; X, y)
∂b(l,k) =

∑
i,j

(δ(l,k))i,j . (6.31)

6.6 总结和深入阅读
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